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Lembrete 8.0.1 Uma série de poténcias tem forma
Y culx—a)". 8.1)
n=0

Lembre que:
1) Existe R > 0 (pode ser 0 ou ) tal que (8.1) converge em (a — R,a + R) e diverge em
(—e0,a—R)U (a+R,o). R chama-se raio de convergéncia.
2) Intervalo de convergéncia I € aquele que consiste de todos os valores de x tais que (8.1)
converge. Tem 4 formas possiveis do I:

(a—R,a+R), (a—R,a+R], [a—R,a+R), [a—R,a+R].

m Exemplo 8.1 Ache R e I no caso

oo o 2 n
n__ n(x_l)
n;c"(x_a) _;2.4-6-...-%‘
1
Solucdo. Pela regra de D’ Alambert temos que R = 7 onde
. [Cut1 , (n+1)>2 2:4-...2n . (n+1)?2 1
l:l :1 . :1 . :0'
ol ey | am2-4-... 20 (2n12) n2 e w2 2nt2
Portanto R = e ] = R. )

m Exemplo 8.2 Ache R e I no caso

b n

nZ::lcn(x—a)" = Z GrC

n=1
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1
Solucdo. Pelaregra de Cauchy temos R = 7 onde

l= hm Vel = hmw 2+ (- = lim (24 (—-1)").
n—)oo

Como 2+ (—1)" = 1 ou 3 (dependendo da paridade de n), assim o limite ndo existe. Por outro lado
podemos escrever

x2n—1.

I agki

oo X © 20
— _+
Lercrr  EEth

2n
(o) x oo —_ L3
Denote por 1 =Y 3o eSS = Zn:1x2" I Assim para S| temos:

Xpt 1 |x|2n+2 3n 1

Xn

lim |x|?

n—yoo

:}1_{130 321 2 9

1
Se §|x|2 < 1 ou |x| < 3, entdo S; converge ¢ R; = 3 neste caso.

Para S, temos
Xn+1

Xn

lim

= |x?
n—oo

e Rr=1 neste caso. Portanto R = 1 para a série inicial. Agora se x = 1, entdo S| converge e Sy diverge
(pelo Teste de termo geral). Se x = —1, assim S| converge e S, diverge (pelo Teste de termo geral).
Logo I = (—1,1). )

Operacoes com as séries de poténcias

1
Lembrete 8.1.1 Y~ x" = [, para |x| < 1ousejaY,_ x"éuma fungdo continuaem (—1,1).

O préximo teorema generaliza este fato para o caso de uma série arbitraria.

Teorema 8.1.2 Seja Yy cq(x —a)" com intervalo de convergéncia /, assim a fungdo
=) cux—a)":1—>R

é continua em /.

séem (—1,1).

Note que x"* coincide com
Obs que Y7 —
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u Exemplo 8.3 Ache a soma da série Y.or_((—1)"x*". Temos que

- 1 1
1) =1t = = ,
n;)( ) 1—(—x%) 14x2
para |x|> < 1 ou |x| < 1.
—1)» n+3
» Exemplo 8.4 Ache a soma da série ), (22—3 Temos que
i (—1)mnt3 5 i( l)nx" X I
L =" M2 X2 145 24y

para ‘g‘ <lou x| <2.

= Exemplo 8.5 Ache a expansdo em série de poténcias em torno de x = 0 para a fungdo f(x) =

20 Temos
X
1 _ 1 _ Z(_2x3)n _ i(_2x3)n _ i(_l)n on ., 3
1+ 2x3 1— (—2)(3) n—0 n=0 n=0

1
para |2x3| < 1 ou |x| < =

V2

= Exemplo 8.6 Ache a expansdo em série de poténcias em torno de x = 0 para a funcdo f(x) =
I
. Temos

5x+3

x x 1

5 5 o

X 1 X 5

%13 3 1 31 (5 3x03Y
3+ (=39 3.5

I
—~
|
—_
~—

3
—~
W | W
~—

N
=

=

+

W

Wit

3
para |3x| < 1 ou x| < 5

= Exemplo 8.7 Ache a soma da série Yo n-x"" 1.
Serd que podemos proceder assim (veja resposta no Teorema 8.1.3)?

Froert = E o2 (54 - (1) - e

n=0 -

para |x| < 1.
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n+1

n+1
Serd que podemos proceder assim (veja resposta no Teorema 8.1.3)?

i _ Z/ ndx—/ be")dx:/lixdx:—ln(l—x)+c,

para |x| < 1.

m Exemplo 8.8 Ache a soma da série ),

Teorema 8.1.3 Seja Y cn(x —a)" com raio R e intervalo de convergéncia I. Assim a fungio
x)=)Y calx—a)": 1 =R,
1) é diferencidvel em (a—R,a+R) e

/ x) _ <i Cn(x_a)n)/ — i(cn x a chn X — (,l , € (82)
n=0 n=0
2)
n+1

/ dx—/chx a”dx—Z/cnx a”dx—zbcn . (83

Além disso os raios de convergéncia das séries (8.2) e (8.3) coincidem com R.

Obs
1) A fungio

= i cn(x—a)"
n=0

com raio R admite derivadas de todas as ordens em (@ — R,a+ R).
sen(nx)
n2
. w cos(nx) _
converge absolutamente (pela comparacdo) para todo x, mas ) ;| —— nlo

b

2) O Teorema 8.1.3 ndo vale para as séries das fungdes. De fato, ).~

converge para x = 27k.

» Exemplo 8.9 Ache a expansdo em série de poténcias em torno de x = 0 para a funcdo f(x) =
In(1+x).

Solugdo. Temos
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para |x| < I, logo
n+1

n=0

para |x| < 1 pelo Teorema 8.1.3.
Temos que f(0) =In(14+0) =0=C+ Y0, portanto C = 0.

Note que para x = 1 a série Y, _5(—1)" ] converge (pela regra de Leibniz). Assim, pelo
n
Teorema 8.1.2,
s n+1

n(14x) = Y (=1)"=

=0 n+1

parax € (—1,1]. Observe que

(-1 1.1 1
nrl T2tz

In(1+1)=m2=Y)"
n=0

)

» Exemplo 8.10 Ache a expansio em série de poténcias em torno de x = 0 para a fungéo f(x) =
arctan.x.

Solugdo.
1 1 oo
= = — 2
(arctanx)’ = TRy e _ngo(_UnX n
para |x| < 1, portanto
arctan / 1 d / i( 1" ) 4 8.1.3 i/( 1y 2n C-i-i( Dy K2+l
T e T —)x X = —1)"x"dx = _
1+x2 P P Py o

para |x| < 1.
Para encontrar C note que
f(0) =arctan0=0=C+ )0,
n=0

assim C = (. Observe que para x = 1
i (="
2n+1’

n=0

e a série converge (pela regra de Leibniz). Logo (pelo Teorema 8.1.2) temos

- (=1)"

tanx = . —1<x<1
arctanx ,;)2”+1 <x<
) (1)
T & (-1 o1
t 1:—: :1—— - — = e
et =y ,;)ZIH—I 375777
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m Exemplo 8.11 Ache primitiva e derivada da funcgio

o on
x =
) nger—l

1
Achamos Re I. Temos R = —, com [ = lim Cntl| lim " 1. AssimR=1.Sex=1,a
l n—eo | ¢y n—eon 1
1 —1)"
série ) o —— o diverge (série harménica). Se x = —1,logo Y, ( +>1 converge (pelo Teste de

Leibniz). Portanto a funcéo estd definida em I = (—1,1]. Agora

/f(’C)"xZ/,g(nil) C+Z n+1

1
e raio de convergéncia é R;=1 pelo Teorema 8.1.3. Sex =1, logo Y, o ——
CESNE
(="

converge (har-

monica generalizada com p =2 > 1). Sex = —1, entdo )., 1) converge (pelo Teste de
n
Leibniz). Assim a primitiva estd definida em I; = [—1,1].
Além disso
rwW= (L) = L
X)) = = X )
=ntl1 = nt+l
O raio de convergéncia da ultima série é R, = 1 (pelo Teorema 8.1.3). Agora se x = %1, a série
Yo, k-~ diverge, pois x, ndo tende ao 0 quando n — 0. Portanto f’(x) estd definida em
n
L=(-11).
Obs ) Sejam
fx)=Y ea(x—a)":1-R
n=0
cn (x_ a)n-i—l
dx = C:I - R
frean= 2 — e
f(x)= Z ne,(x—a)" 'L - R,
n=1
logo

 Exemplo 8.12 Ache a soma da série Yo, (—1)"-3"- 1652 - x*".

Solugdo. Temos
— 1 1
—1)".3" dn __ —
L (=13 1— (3% 1432

n=0
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1
para |3x*| < 1 ou x| < —=.

1
x| < —=, ou seja

V3

Agora calculando a derivada, temos

( —1243 >/_ —12-4- 3 (143x*)2 41204 12232 (14 3x%)  —48x3 (1432 —6x?)
(1+3x4)2) (14 3x4)* N (1+3x4)3

—483(1-3x%) & 5 an1
=~ = —1)"3"16n°x™"" ",
x| < 1 .
X| < —=, assim
V3
> —48x3 (14 3x* — 6x*
Z(—l)n3"16n2x4"_1 — X ( + ‘Z 7 X )’
o (14 3x%)
] < )
ara |x| < —. ;-
b 73
= Exemplo 8.13 Ache a soma de série
oo x2n+l
V;)ZnJrl'
Solucdo. Procuremos primeiro R e I. Temos
2n+3
. ntl| . X 2n+1’_2, 2n+1 5
r}g& X _r}g& 2n+3  xntl - 221302n+3_x'
Portanto R = 1. Se 1, a série ) ! diverge e se 1, a série ). —— diverge
= 1. xX=1, . Vi X =—1, — Vi .
=041 8 =072, 41 V8
x2n+l
Portanto f(x) = Y,y —— estd definidano / = (—1,1). Agora
2n+1
Flx) =Y 2=
o 1—x%

|x| < 1. Temos

1 1, 1 1

10 = [ far= [ ar= [t = 30000 —In(142) = 310 1

1—x

+C
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1, 140
Como f(0) _O_EIHI—O

+ C, logo C = 0. Portanto

= x2ntl 1. 14+x

Lontrl 21—

b

|x| < 1.



